SRODEK MASY

UWwAGA. Wszystko ponizej dotyczy plaszczyzny euklidesowe] z prostokatnym ukladem wspéirzednych. Utozsamiamy punkty z ich wek-
torami wodzacymi (np. A = A = OA), co pozwala nam dodawaé punkty i mnozy¢ je przez liczby rzeczywiste.

DEFINICJA. Masq punktowq nazywamy pare (m, P), gdzie P jest punktem, a m dowolng liczba rzeczywista, zwang ”"masa” (zatem
dopuszczamy réwniez ujemne masy).

DEFINICJA. Niech V = {(m1,P1),...,(mn, Pn)} bedzie zbiorem (ukladem) mas punktowych. Przez My oznaczamy mase tego ukladu
(czyli My = Zmz) Jesli My # 0, $rodkiem masy uktadu V nazywamy punkt (wektor)
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TWIERDZENIE 0. Gyyy = %

TWIERDZENIE 1. Stosunek, w jakim srodek masy dwéch mas dodatnich zaczepionych w punktach A i B dzieli odcinek AB, jest réwny
stosunkowi tych mas.

(przez U + V rozumiemy polaczenie dwéch uktadéw) .

PUNKTY SZCZEGOLNE TROJKATA JAKO SRODKI MASY. Niech ABC bedzie dowolnym tréjkatem. Wowczas:

1. Srodek cigzkosci AABC to $rodek masy uktadu {(1, A), (1, B), (1,C)}. Wniosek: dzieli on $rodkowe w stosunku 2 : 1.
2. Srodek okregu wpisanego w AABC to $rodek masy ukladu {(a, A), (b, B), (¢, C)}.

3. Ortocentrum AABC to $rodek masy ukladu {(ctg B ctg~y, A), (ctg actg~y, B), (ctg actg 3,C)}.

4. Srodek okregu opisanego na AABC to érodek masy uktadu {(sin 2a, A), (sin 28, B), (sin 2, C)}.

ZADANIA

ZADANIE 1 (Tw. CEVY). Dany tréjkat ABC oraz punkty X, Y, Z lezace na bokach odpowiednio BC, C'A, AB. Wykazaé, ze proste
AX, BY, CZ maja punkt wspélny wtedy i tylko wtedy, gdy
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ZADANIE 2 (Tw. VAN AUBELA). Dany tréjkat ABC oraz punkty X Y, Z lezace na bokach odpowiednio BC, CA, AB. Proste AX,

BY, CZ przecinaja sie¢ w punkcie M. Wykazaé, ze % = é‘é +
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ZADANIE 3. Zalozenia jw., pokazal, ze 17 - ¥y " 17z =

ZADANIE 4. Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ABC wpisanego w okrag o srodku w O. Wykazaé, ze pola pewnych dwéch z trzech
tréjkatéw OHA, OHB, OHC sumuja si¢ do pola trzeciego.

ZADANIE 5. Na kazdym polu szachownicy 2000 x 2000 lezy kamyk. Ruch polega na przesunieciu dwéch kamykéw lezacych na polach
oddalonych o 2 (w jednej kolumnie lub rzedzie) na pole pomiedzy nimi (na jednym polu moze lezeé dowolna liczba kamieni). Czy mozna

tak wybraé kolejnosé ruchéw, aby wszystkie kamyki znalazty sie¢ na jednym polu?

ZADANIE 6. Znalezé srodek masy obwodu tréjkata.

MOMENT BEZWLADNOSCI I TWIERDZENIE STEINERA
DEFINICIA. Momentem bezwladnosci uktadu V' wzgledem punktu (osi) X nazywamy liczbe
Ix(V) = Z m; - | X P2
TWIERDZENIE STEINERA. Dla dowolnego ukladu V' posiadajacego srodek masy (My # 0) i dowolnej osi X zachodzi
Ix(V) =Ig, (V) + My|XGy|*.
WNIOSEK. Jesli masa ukladu jest dodatnia, moment bezwladnosci jest najmniejszy wzgledem $rodka masy.
ZADANIA

ZADANIE 7. W danym tréjkacie ABC znalezé taki punkt X, by suma AX? 4+ BX? 4+ CX? byla najmniejsza.

ZADANIE 8. Punkt P lezy na okregu opisanym na tréjkacie réwnobocznym ABC. Wykazaé, ze suma AP2 4+ BP? + C'P? nie zalezy od
wyboru punktu P.

ZADANIE 9. Punkt P lezy na okregu wpisanym w tréjkat ABC. Wykazaé, ze suma AP2BC + BP?AC + C P2 AB nie zalezy od wyboru
punktu P.

ZADANIE 10. M jest srodkiem ciezkoéci trojkata ABC. Wykazad, ze
AB? + BC? + CA? = 3(MA% + MB? + MC?).

ZADANIE 11. Czy w gre z zadania 5. mozna gra¢ w nieskonczono$c?



